
Equazioni differenziali
● Equazione differenziale

Un’equazione differenziale è un’equazione in cui l’incognita è una funzione 𝑦, e in cui compaiono una o più
derivate della funzione incognita. L’ordine dell’equazione è l’ordinemassimo di derivazione che vi compare.

Un’equazione differenziale può avere infinite soluzioni, che spesso vengono
rappresentate da una legge che dipende da uno o più parametri (integrale
generale). Una particolare soluzione può essere ottenuta da essa
imponendo una particolare condizione iniziale (integrale particolare).

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦 𝑛 = 0

● Problema di Cauchy

Una funzione è soluzione dell’equazione differenziale in un intervallo 𝐼 se è
derivabile 𝑛 volte in 𝐼 e soddisfa l’equazione per ogni 𝑥 ∈ 𝐼.

● Equazioni differenziali del primo ordine

Il problema di Cauchy consiste nel trovare la soluzione di un’equazione differenziale di ordine 𝑛 che soddisfi 𝑛
condizioni iniziali:
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𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦 𝑛 = 0

𝑦 𝑥0 = 𝑦0

𝑦′ 𝑥0 = 𝑦1

𝑦(𝑛−1) 𝑥0 = 𝑦𝑛−1

…

Si può dimostrare che, sotto opportune ipotesi, la soluzione di un problema di Cauchy è unica.
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Equazioni a variabili separabili

Per risolvere un’equazione a variabili separabili:

𝑦′ = 𝑎 𝑥 𝑏(𝑦)

1) Si controlla se la funzione 𝑦 che rende 𝑏 𝑦 = 0 è soluzione dell’equazione.
2) Si suppone 𝑏 𝑦 ≠ 0 e:
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𝑑𝑦 = 𝑎 𝑥 𝑑𝑥 ⟹ න
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𝑏 𝑦
𝑑𝑦 = න𝑎 𝑥 𝑑𝑥 ⟹ …

Si può dimostrare che l’integrale generale di un’equazione del primo ordine completa è espresso da:

𝑦′ = 𝑎 𝑥 𝑦 + 𝑏(𝑥)

𝑦 = 𝑒𝐴(𝑥)න𝑒−𝐴 𝑥 𝑏 𝑥 𝑑𝑥

Equazioni del primo ordine complete

dove 𝐴(𝑥) è una qualunque primitiva di 𝑎(𝑥).

Equazioni immediate

Per risolvere un’equazione immediata del primo ordine si integra una volta. L’integrale generale è:

𝑦′ = 𝑎 𝑥

𝑦 = 𝐴 𝑥 + 𝑐

dove 𝐴(𝑥) è una qualunque primitiva di 𝑎(𝑥).
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● Equazioni differenziali del primo ordine

Per risolvere un’equazione immediata del secondo ordine si considera l’equazione caratteristica:

𝑎𝑦′′ + 𝑏 𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0

Equazioni del secondo ordine omogenee

Equazioni immediate

𝑦′′ = 𝑎 𝑥

dove 𝐴1(𝑥) è una qualunque primitiva di 𝑎(𝑥), e 𝐴2 𝑥 è una qualunque primitiva di 𝐴1(𝑥).

Per risolvere un’equazione immediata del secondo ordine si integra due volte. L’integrale generale è:

𝑦′′ = 𝑎 𝑥 ⟹ 𝑦′ = 𝐴1 𝑥 + 𝑐1 ⟹ 𝑦 = 𝐴2 𝑥 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ

𝑎𝑟2 + 𝑏 𝑟 + 𝑐 = 0

1) Se Δ > 0, si può dimostrare che l’integrale generale è espresso da:

dove 𝑟1, 𝑟2 ∈ ℝ sono le soluzioni dell’equazione caratteristica.

2) Se Δ = 0, si può dimostrare che l’integrale generale è espresso da:

dove 𝑟 ∈ ℝ è la soluzione (doppia) dell’equazione caratteristica.

3) Se Δ < 0, si può dimostrare che l’integrale generale è espresso da:

dove 𝑟1,2 = 𝛼 ± 𝑖𝛽 sono le soluzioni (complesse) dell’equazione caratteristica.

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑟1 𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑟2 𝑥

𝑦 = 𝑒𝑟 𝑥(𝑐1 + 𝑐2𝑥)

𝑦 = 𝑒𝛼𝑥 𝑐1 cos 𝛽𝑥 + 𝑐2 sin 𝛽𝑥
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